REVISTA ESTUDANTIL

@ \° 8 DECEMBRO 2024 @

1%]
<
O
g
=
&
<
=
75}
(=)
W
2
=
=]
Q
=







Facultade de Matematicas. Universidade de Santiago de Compostela

Introduciéon

Direccion da Revista

INDICE
Historia

= O disco de ouro das Voyager, ou como ex-
plicarlle a E.T. o funcionamento dun vinilo

Santiago Gonzdlez Gomez

= O paradoxo do ludépata: matematicas no
casino

Ignacio Garbayo Ferndndez

Actualidade
= Unha grande e enorme nova prima

Francisco Estévez Lengua
Retos

= Retos

Sementeira

Teoria
= O Algoritmo de Schoof

Alejandro Pousa e Ibai Otero

Moi bo dia lectora ou lector! Estamos encanta-
dos de que nos leades e disfrutedes connosco deste
proxecto.

Neste novo nimero da Revista Mais Mates, ro-
deamos temas tan curiosos e interesantes como as
mates dos casinos, o descubrimento dun novo pri-
mo e unha ferramenta empregada en criptografia: o
Algoritmo de Schoof. Tamén contamos cun artigo
moi especial, mdis histérico, que ten as matemati-
cas como marco de traballo: os discos de ouro das
Voyager. Sen duda, soan moi interesantes! Na sec-
cién de Retos, os nosos compaiieiros de Sementei-
ra séguennos traendo unha chea de problemas para
as nosas vidas, agardamos que vos enrevesedes ne-
les.

Fig. 1: Varias imaxes dos colaboradores

Xa nos situamos no derradeiro niimero deste ano
2024, e desexamosvos a todas as persoas que nos
ledes un moi feliz e préspero ano 2025 e bo nadal!

Gustarianos contar que o pasado 3 de decembro
tivo lugar o “Faladoiro Mdis Mates” unha xorna-
da de encontro entre colaboradores da Revista e a
comunidade universitaria para facer “unha revista
en directo”. Foi unha xornada moi amena e diver-
tida, ademais contamos coa axuda do Servizo de
Normalizacion Lingiifstica da USC e da Faculta-
de de Matematicas para a actividade. Estamos moi
agradecidos pola vosa axuda!

Deixdmosvos unha pincelada do que fixemos.
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O disco de ouro das Voyager, ou como explicarlle
a E.T. o funcionamento dun vinilo

Santiago Gonzélez Goémez

u nha galaxia afastada, dentro de milléns de anos, unha
N raza intelixente capaz de viaxes interestelares inter-
cepta unha sonda espacial de tecnoloxia moi primitiva pro-
veniente dun sistema planetario cofiecido polos seus nativos
como "Sistema Solar". De volta na sda base, extraen do ar-
tefacto un disco de 30 cm de didmetro fabricado en cobre e
chapado en niquel e ouro. Tras retirar a stia cobertura e exa-
minalo coidadosamente, un destes seres suspira, xirase cara
ao seu compafieiro e dille:

—Pepe, faime o favor e achégame o tocadiscos.

MANDOCHE UN AGASALLO...

Fig. 1: Sons da Terra, o disco dourado das Voyager. Imaxe de [2].

Obviamente “Pepe” non sabe o que € un tocadiscos, € isto
evidencia un gran problema no establecemento do primeiro
contacto cunha forma de vida alienixena: como nos comuni-
cariamos? En 1977, un comité presidido polo afamado divul-
gador Carl Sagan enfrontouse a esa mesma pregunta. Nese
ano, a NASA lanzou ao espazo as sondas Voyager 1 e 2. O
seu obxectivo era sobrevoar e recabar datos sobre os confins
do Sistema Solar e o que se atopa mdis al6. Actualmente,
malia atoparense a mais de 20 mil milléns de quilémetros da
Terra, seguimos en contacto coas Voyager, e espérase que isto
siga sendo asf ata 0 2030. A partir de entdn, as sondas prose-
guirdn a sda viaxe cara 4s profundidades do espazo soas.

Para o lanzamento das Voyager, decidiuse recompilar in-
formacién fundamental sobre a Terra e a Humanidade e in-
cluila dalgin xeito nas sondas para que, se nun futuro distan-
te (as Voyager non se achegardn ata outra estrela en 40000
anos) unha raza extraterrestre se atopa con elas, poida apren-
der un chisco sobre nés. O medio escollido foi un disco fo-
nogréafico (figura (1)), o que cofiecemos como “vinilo” polo
seu material de fabricacién habitual, pois era a mellor tecno-
loxia dispoiiible no momento. Nel, o comité de Sagan incluiu
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saidos en multiples idiomas, ondas cerebrais, sons da natu-
reza como cantos de baleas, e musica, especialmente clasica
e folcldrica (unha das poucas bandas modernas consideradas
para o disco foron os Beatles, pero descartdronse finalmen-
te... por problemas de copyright!). Tamén se codificaron por
vez primeira nun disco deste tipo 116 fotograffas con contido
anatémico, astronémico, bioldxico, xeografico e cultural.

Para os lectores mdis mozos, un vinilo funciona do seguin-
te xeito: a superficie do disco estd recuberta dun longo surco
en espiral no que se realizan lixeiras protuberancias nas que
estd codificado o son (de xeito similar a un espectrograma).
Os tocadiscos nos que se reproducen posden un brazo me-
cénico cunha agulla na punta que se fai caer sobre o disco.
Este comeza a xirar a unha velocidade predeterminada (4 que
se reproducird o son). A agulla percorre entén o surco e vai
subindo e baixando ao toparse coas protuberancias, transmi-
tindo o que estea gravado no disco para a sda reproducion.

As dias Voyager estdn equipadas con cadansida copia do
disco xunto cunha agulla para poder reproducilos. Pero, co-
mo saberd unha intelixencia extraterrestre como extraer do
disco toda a valiosa informacién nel almacenada? Isto é o
que tenta explicar a cuberta dos discos (figura (2)), na que,
ademais dun mapa coa localizacién da Terra (na parte infe-
rior esquerda), se atopan as instruciéns necesarias para os
posibles receptores.

Fig. 2: Cobertura do disco. Imaxe de [2].

...E EXPLICOCHE COMO USALO!

Na pelicula Contact (en cuxa producién traballou Sagan),
uns cientificos reciben un sinal de radio de orixe extraterres-
tre. A forma na que estes alienixenas deixan claro que son
unha forma de vida intelixente é mandando repetidamente
pulsos en grupos de 2, 3, 5, 7, 11... os nimeros primos! Por-
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que, se hai algo universal, son as matemdticas. Por iso, se
queremos explicarlle a un extraterrestre como escoitar un dis-
co, debemos de facelo partindo de ideas matemadticas; tamén
de propiedades fisicas, pero estas deben de ser o mdis fun-
damentais posibles. Por suposto, non podemos usar ningin
idioma terrestre, pero tampouco ningunha unidade de medi-
da (sen definila antes), e segundo expertos (como [3]), tamén
¢é conveniente absternos de conceptos como o célculo inte-
gral, por moi bésicos que sexan para as nosas Matematicas,
porque estes poden ser totalmente distintos ou non desenvol-
verse noutras sociedades. Con estas ideas en mente, as ins-
truciéns da cuberta comezan coa seguinte imaxe:

O-O

Este diagrama representa por duplicado o 4tomo mais co-
mun do universo: o hidréxeno, cun protén no nicleo e un
electrén en orbita. A diferenza entre ambas representacions
€ o simbolo do electrén, que estd xirado. Resulta que, de for-
ma extremadamente ocasional (pero espontdnea), o electrén
dun atomo de hidréxeno pode variar unha propiedade cofie-
cida como espin (representada pola orientaciéon do simbolo
do electrén), nunha transformacion cofiecida como transicion
hiperfina. Suponse que este fendmeno serd cofiecido e inter-
pretado no diagrama por unha raza intelixente. Cando ocorre
a transicion hiperfina, emitese unha onda moi caracteristica
de 21 cm de lonxitude de onda e 0,7 ns de periodo. Durante
o resto do disco, empréganse estos valores como unidades de
lonxitude e tempo.

Unha vez definidas as unidades, o mdis complicado de to-
do, o resto da explicacién non difire moito de como lle expli-
cariamos a un humano calquera o funcionamento do disco.

Nesta figura, podemos ver unha vista cenital e outra la-
teral do disco coa agulla, de forma que se entende como se
debe de situar esta para extraer a informacién do disco. Na
imaxe cenital, aparece un nimero en binario percorrendo o
perimetro do disco (| representa os 1, e — os 0; non € ne-
cesario explicar cal € cal porque s6 hai ddas posibilidades);
se o multiplicamos por 0,7 ns, obtemos o tempo que debe-
ria de tardar o disco en dar unha volta. Polo tanto, o que se
vén indicando son as revoluciéns por segundo 4s que se debe
de facer xirar o disco para escoitalo correctamente. Na vista
lateral, o cédigo en binario multiplicado por 0,7 ns da a du-
racion total dunha cara do disco, co que se pode comprobar
se as revoluciéns por segundo obtidas son as correctas.
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A extraccién das imaxes € mdis complexa. A priori, pode-
se escoitar todo o disco; simplemente, por un lado teremos
musica e sons recofecibles, e polo outro, ruido. Porén, como
saberia un alienixena que isto tltimo € ruido e que deberia ser
decodificado, e non mais “sons humanos”? Na ultima imaxe
moéstrase un exemplo da forma que tefien as ondas sonoras
que deberian de ser transformadas en imaxes. Estas deben de
ser partidas en segmentos duns 8 ms, como se expresa en bi-
nario. Cada segmento pode ser transformado nunha serie de
nimeros segundo valores de volume, e estes nimeros, en pi-
xeles (branco a volume minimo, negro a volume maximo). Se
colocamos estes pixeles en bandas verticais na orde mostrada
no pentltimo rectdngulo, obtemos que 512 destes segmentos
forman unha imaxe completa. Se todo se realiza de forma
correcta, a primeira imaxe que debe de aparecer ¢é a circunfe-
rencia mostrada ao final do diagrama, a forma de indicar que
todo o proceso de decodificacién se fixo correctamente. De
forma andloga obtéfiense as 115 imaxes restantes.

Todo isto pédenos parecer moi complexo e indescifrable,
pero non ¢é dificil imaxinarse a toda unha civilizacién inte-
lixente sendo quen de resolver o puzzle e extraer do disco
toda esta informacion sobre a Humanidade, o cal non deixa
de ser un fito marabilloso se pensamos en tédalas barreiras
de comunicacién que deben de ser superadas. Todo grazas 4
ciencia, a Fisica e 4s Matematicas.

E se acaso os receptores do agasallo das Voyager non tefien
organos da vista ou do oido... Bueno, malo serd, non si?

REFERENCIAS
[1] Britannica.  Voyager  (consultado  13/06/2024),
enlace: britannica com / technology /

Voyager-space-probes

[2] Jet Propulsion Laboratory, NASA. Voyager. The Gol-
den Record (consultado 13/06/2024), enlace: voyager.
jpl.nasa.gov/golden-record/.

[3] DEVITO, C.L. (2022). Science, SETI & Mathematics.
Berghahn Books.

[4] Verge Science. We decoded NASA’s messages to aliens
by hand (consultado 19/06/2024), enlace: youtube .
com/watch?v=RRuovINxpPc&t=250s.
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UN CATALOGO DA TERRA O comité decidiu non incluir imaxes da guerra, a pobreza

ou a fame, centrandose en imaxes con informacion anatomi-

ca, xeografica e cultural, de connotacién neutra ou positiva.

Foi polémica tamén a decisién de non incluir espidos, sé dia-

gramas, por puro prexuizo e sen atender 4 utilidade cientifica.
E ti, que imaxes enviarias ao espazo?

E non queremos despedirnos sen compartir unha pequena
mostra das imaxes da Terra contidas nos discos das Voyager.
Tédalas imaxes proceden de [2].

© FRANK DRAKE
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(g) Imaxe 82. Demostracion de lamber, comer
e beber.

(b) Imaxe 4. Definicion das unidades de medi-
da.

(d) Imaxe 13. Vista satelital coa composicién
quimica da atmosfera.
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(j) Imaxe 111. Péxina do Principia mathema-
(e) Imaxe 74. Nenos con globo terrdqueo. tica de Newton.
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O paradoxo do luddpata: matematicas no casino

Ignacio Garbayo Fernandez

n bo dia de primeiro de mates, o profesor de Elementos
de Probabilidade e Estatistica contounos que era impo-
sible gafar nun longo prazo no casino, ou polo menos facelo
de forma «consistente». Imos demostrar iso cunha pequena
aproximacién ao problema.
Supofiamos que algtin dos casinos do ensanche composte-
l14n lanza unha oferta especial de Nadal na ruleta:

| Mais probabilidade de gafiar co vermello. Vén :
! probalo!!! !

Para quen non estea familiarizado co xogo da ruleta euro-
pea, cOmpre mencionar que esta conta con 36 nimeros co-
mezado polo 1, dos cales a metade son vermellos e a outra
metade son negros. Ademais, conta co 0, que se adoita pin-
tar en verde e non soe computar como nimero de ningunha
cor (agés nesta oferta especial). Vemos unha distribucién dos
nimeros na Figura 1. Se un xogador aposta unha cor e ga-
fia, o casino paga a cantidade apostada, € dicir, «débrase» o
invertido.

Fig. 1: Ruleta europea.

Fagamos outra suposicién: Pepifio, experimentado mate-
madtico con moitos aforros, decide probar sorte co seu capi-
tal, nada mdis que 1 millén de euros. Mais, antes de pofier

HISTORIA

as botas e cargar co paraugas para evitar ser arrastrado pola
choiva da capital, decide facer un par de contas para decidir
que estratexia vai empregar.

Estudard cal € a fraccion do seu capital que debe arriscar
en caso de ter a oportunidade de apostar cunha probabilidade
favorable (caso no que estamos, pois o 0 é vermello).

ESTRATEXIA 1: DOBRAR A APOSTA

Para facer os calculos, introducimos a notacion:
Ag = aforros iniciais = 1 millén de euros.

Trala primeira aposta, os aforros esperados, que seguen a
férmula

(Prob. éxito) x (Aforros finais en caso de éxito)

+(Prob. fracaso) x (Aforros finais en caso de fracaso),

viran dados por:

% (2A0) + % (04p) = %Ao = 1.02 milléns.

Trala segunda aposta, é sinxelo ver que os aforros espe-
rados serfan de (38/37)?Ay e, asi, trala n-ésima aposta, de
(38/37)" Ap mill6ns de euros.

Neste punto, Pepifio pensou que, se se daba présa, nunha
noite darfalle tempo a apostar unhas 300 veces, resultando en
aforros esperados de 2.982,4 mill6ns de euros!!!

ESTRATEXIA 2: APOSTAR SEMPRE A METADE

A primeira estratexia soaba demasiado convincente, polo
que Pepifio decidiu seguir facendo conxecturas sobre outros
métodos.

Se, en lugar de apostar sempre todo o dispoiiible, dobrando
o apostado na ronda anterior, Pepifio apostase sempre a me-
tade dos aforros actuais, A, trala primeira aposta, o capital
esperado serfa de

19 /3 18 /1 75
—(ZA — | zA0)==A
37 (2 O)J“37 (2 °> 7470
logo trala n-ésima aposta, o capital esperado é claro que é de

(75/74)" Ay. Isto equivale, despois de 300 tiradas, a «tan s6»
56 milléns de euros, en comparacién coa estratexia anterior.

ESTRATEXIA 3: XENERALIZACION A UNHA
FRACCION DOS AFORROS

No canto de fixar a fraccién de Ag a apostar de anteman,
Pepifio dispuixose a analizar cal seria a ¢ a considerar que

Numero 8. Decembro de 2024 5



MATES

maximizaria as gafiancias, no caso de apostar @ Ag. E facil
ver, seguindo os razoamentos anteriores, que

E[Aq)(a) = (14 a(2p—1))" Ao,

onde a probabilidade de éxito é p = 19/37.

Analizando esta funcién real de variable real o, vemos que
se p > 1/2, é dicir, a probabilidade de gafiar é favorable de
cara ao xogador, E[A,] alcanza un médximo cando o = 1, po-
lo que a primeira estratexia considerada implicaria aforros
«mAaximos».

A intuicion di entdn que a estratexia a seguir deberia ser
maximizar as gafancias, mais isto non € exactamente asi.
Feitas estas contas, podemos facer unha chea de reflexions.
En primeiro lugar, como vai ter un matematico 1 millén de
euros? (estamos a tolear?) A mellor estratexia? Non xogar?
Por outra parte, non existe o difieiro infinito! Non ten por que
sair o vermello en toda a noite.

A estratexia de «dobrar todo» € cofiecida como estratexia
da martingala. Consiste en volver apostar polo total do per-
dido no momento de incurrir nunha perda nun xogo de azar.
Na nova aposta, o xogador ten a posibilidade de recobrar to-
das as stas perdas, polo que poderia parecer que, ao longo
prazo, a esperanza de gafiancia con esta estratexia mantense
constante a favor do xogador.

Estatisticamente, é asi. O capital medio do xogador (os
cartos que Pepifio ten 4 sta disposicién) mantense constante.
O problema reside en que, ao incurrir en sucesivas perdas, o
xogador que segue esta estratexia vese obrigado a apostar de
novo cantidades cada vez maiores (as perdas acumuladas),
que tenden a crecer exponencialmente. Ao cabo duns poucos
ciclos de apostas, o xogador, cuxos recursos son normalmen-
te moi inferiores aos da banca, vese arruinado e incapaz de
apostar unha vez mais polo total das stias perdas. Evitar xo-
gadores que tenten seguir a estratexia da martingala € unha
das razoéns polas que os casinos actuais establecen limites
maximos de aposta.

En efecto, na etapa n-ésima dunha martingala, teriamos
que

2042l 4ol <o,
polo que
1 1 1
27+F+"'+5 <2,

sendo Z 1/2" =2, logo a estratexia na teorfa funcionarfa,
n=0
mais xa vimos que non na préctica.

O CRITERIO DE KELLY

En 1956, un investigador dos Laboratorios Bell propuxo
un método que maximiza a «utilidade esperada» no canto
das gafiancias esperadas. Isto faino a través do célculo da
fraccion o de Ap a apostar, obtendo o valor que mellor ren-
demento sacaria aos aforros. A férmula a considerar no caso
das apostas € a seguinte:

onde p = 19/37 no noso caso e b, que é a porcentaxe da
aposta que se gafa en caso de éxito, vale 1, pois se «dobra»
o invertido.
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Para o problema considerado, temos logo que ot = 1/37,
resultando nunha cantidade moi pequena en comparacién
con todas as andlises anteriores. Esta é a aposta «madis se-
gura» estudiada e, polo tanto, vemos que os xogos de casino,
en particular o da ruleta, non son tan beneficiosos como adoi-
tamos pensar. Pepifo, canso de facer contas e coa tristura de
saber que non {a gafiar tanto coma esperaba, decidiu sabia-
mente gardar o seu millén de euros para outra fin e marchar a
durmir, que xa era tarde e, ademais, arroiaba en Compostela.

REFERENCIAS

[1] La paradoja del luddpata. Discusion en lifia.
https://foro.rinconmatematico.com/index.php ?topic=92
903.0.

[2] O criterio de Kelly.
https://en.wikipedia.org/wiki/Kelly_criterion.

[3]1 Martingala. https://es.wikipedia.org/wiki/Martingala.
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Unha grande e enorme nova prima

Francisco Estévez Lengua

R ecentemente , pasando polas publicaciéns de Instagram,

aparéceme unha imaxe cun nimero que non me da-
ba nin imaxinado. Picoume tanto a curiosidade que aqui vos
traio as mifias pesquisas respecto a este nimero.

z& fermatslibrary
V%

9136279841 _ 1 ig nrimel

Fig. 1: Imaxe de Instagram da conta @fermatslibrary

Ademais, o usuario comenta o seguinte: «p136279841 _ 1.

descuberto hoxe, é o nimero primo mais longo que se co-
fiece. E un primo de Mersenne, os cales son mdis doados de
atopar. Ao software GIMPS levoulle ao redor de 6 anos den-
de que se atopara o previo primo mdis longo. Ademais, foi o
primeiro primo de Mersenne atopado empregando GPUs.”

QUE E UN NUMERO PRIMO DE MERSENNE?

Un nimero de Mersenne ¢ un nimero da forma 2" — 1
con n un ndmero enteiro positivo.

Os numeros primos de Mersenne serdn aqueles nimeros
de Mersenne que son primos. Ademais pdédese ver facendo
alguins intentos que para 2" — 1 sexa primo é preciso que
n sexa primo, o que se proba en xeral empregando o Pe-
queno Teorema de Fermat traballando con congruencias.
Isto € necesario, pero non suficiente. Por exemplo, para p =2
22 —1 =3¢ primo, para p = 4, 2* — 1 = 15 non é primo e
non é suficiente pois para p = 11, 211 — 1 =2047 =23 - 89.

Estes nimeros foron nomeados asi por Marin Mersenne,
un sacerdote e fil6sofo francés do século XVII.

QUE E O SOFTWARE GIMPS?

No comentario da publicacién de @fermatslibrary pode-
mos ler que escribe GIMPS, pois resulta que esta sigla sig-
nifica “Great Internet Mersenne Prime Search”. E un pro-
xecto colaborativo que conecta a todos os usuarios que quei-

ACTUALIDADE

ran buscar este tipo de primos. O seu fundador, George
Woltman, desenvolveu un software inicial de bisqueda de
primos de Mersenne, e dende un primeiro momento probouse
a eficacia deste software. Ao principio, o sistema era bastan-
te incémodo pois tifian que enviar a informacién por correo
electrénico e non estaban tantas cousas optimizadas e auto-
matizadas como hoxe en dia.

Este proxecto baséase na computacién distribuida e os
usuarios poden ter varios tipos de dedicacion (hai varias ta-
refas onde os usuarios elixen o que queren facer segundo as
caracteristicas dos seus dispositivos de traballo). Na propia
paxina vefien explicados os métodos aplicados para as com-
probacidns de se un nimero € primo, pois 0s programas estan
fundamentados en diferentes métodos de factorizacion. Ade-
mais, tefien un histérico dos nimeros probados e verificados.

Dende 2017, o colaborador de GIMPS Mihai Preda des-
envolveu a versién de GIMPS para GPUs, e este novo nime-
ro primo de Mersenne é o primeiro descuberto empregando
GPUs, que para este tipo de aplicaciéns son moito madis efi-
cientes e poderosas que os CPUs.

COMO SE DESCUBRIU O ULTIMO ATOPADO?

O personaxe estrela deste artigo € Luke Durant, un extra-
ballador da empresa NVIDIA, foi a persona que atopou este
nimero o 11 de outubro. Pero ainda seria preciso que pasa-
ra varios test para confirmar que non era un erro, e asi foi
que se validou por varios test (o test de Lucas-Lehmer, e por
varios softwares diferentes). A verificacion finaliza o 19 de
outubro e anunciariase que se cofiece o 52 nimero primo de
Mersenne.

Este nimero conta con 41 024 320 dixitos en base deci-
mal (con mdis de 16 milléns de dixitos mdis que o primo de
Mersenne atopado antes).

Para atopalo, Luke Durant organizou unha rede de miles
de GPUs distribuidas entre 17 paises a través da nube.

Como curiosidade, GIMPS leva empregdndose durante 28
anos, usando ordenadores de uso persoal, descubrindo os ul-
timos 18 primos de Mersenne. Un gran nimero de volunta-
rios descargan este programa gratuito, pois ademais tefien un
premio de 3000 délares se chegan a atopar un.

REFERENCIAS

[1] GIMPS DI1SCOVERS (21 de outubro de 2024). Mersen-
ne Prime Number discovery 2!36279841 _ | is Prime!.
(Nota de prensa)

www.mersenne.org/primes/?press=M136279841

[2] Great Internet Mersenne Prime Search, Pdxina oficial de
GIMPS www.mersenne.org.
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Retos Matematicos

Serenten
ementeira

Clube Olimpico de Mates-USC

X0GOS DE PERIODICO

Resolve o seguinte Sudoku:

Moven para gafiar as brancas...

2 3 4 Solucién do Sudoku:
v[1]z]e[9]6]e]8]Z
4|7 311 EIAE BHEE A
slelelz[v[r[s]o]e
AR BENEARE
319(47 AEABEEDEE
AENEEARNBE
8 6 34 5 HENBEEEE
t{elelolsls[elz]¥
41116 2 Llv[ole[6]z]8[S [t
9 6 Solucién do xadrez:
#s8 v
2 6 5 1 4 7 SUXF +SUg €
0=1898 ¢
2 5 6 9YXP +9UF I
6

Descubrimos a cita do niimero anterior:

“Toda ciencia que prosperou fixoo sobre os seus propios simbolos: a loxica, da que se admitiu que e a tinica
ciencia que non fixo ningunha mellora século tras século, e a tinica que creceu sen simbolos.”
— Augustus De Morgan (1864)

Eres quen de recuperar a cita cifrada?

“AAB BA / BB AB B A BB AB B AA BABA BBB / BA BBB BA / A / BAA AA BBA BA BBB / BAA A ARA A
/ BA BBB BB A/ ARA A / BA BBB BA / A / AAB BA / ABBA BBB AAB BABA BBB / ABBA BBB A B AB”.
— Karl Weierstrass (1883)

PROBLEMAS PROPOSTOS

1. Sexan x,y,w,z € Z tal que:

1111
—+-+—+-=1,
Xy w z

ver que, polo menos, un dos enteiros € par.

2. Sexa f: x € R — f(x) € R continua tal que para calquera x,y € R tense que: @ ‘t" ﬁ?:’@
A

Solucidns do n° anterior:

W °C

F(Vx2+y2) = f(0)f (). i = VR
)= it BN

Proba entén que:

) |
2 L ., ‘rk .
1) =) xR ',;I;K’ RN
-t
3. Dado un tridngulo AABC, consideremos o punto medio M de AB e un punto calquera D ." y *&i

o : : -
do interior de AC non sendo o punto medio. Sea E o punto de corte da extension de BD @ H,.. A
coa recta paralela a AB que pasa por C. Demostra que AE, BC e MD son concurrentes.

4. Sexa f un polinomio con coeficientes enteiros. Definamos a sucesién {a,},cn como
ap=0¢€ay.1 = f(an), Vn € N. Proba que se existe m € Z* tal que a,, = 0, entén a; =0
oua; =0.
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O Algoritmo de Schoof

Alejandro Pousa e Ibai Otero

Co ascenso da tecnoloxia, a necesidade de avances en ci-
berseguridade logrou que a criptografia tomara un papel fun-
damental nas matemdticas modernas. Neste artigo imos tra-
tar a ECC (Elliptic Curve Cryptography), unha variante de
clave publica baseada nas curvas elipticas. A ECC compite
con outros métodos mdis populares de encriptacion, a saber,
o RSA (factorizacion enteira) ou o DSA (firma dixital). A
gran vantaxe da ECC respecto a estes tltimos é que require
de ndimeros mdis pequenos para ofrecer a mesma seguridade
que os anteriormente mencionados.

O algoritmo de Schoof € un dos resultados mais impor-
tantes na investigaciéon da ECC. A sua finalidade é contar,
de maneira eficiente, os puntos dunha curva eliptica defini-
da sobre un corpo finito de caracteristica g IF,. Unha curva
eliptica sobre un corpo finito k € un tipo de curva alxébrica
sobre k cun punto particular &'. Un resultado fundamental é
que sobre o conxunto de puntos racionais desta (¢ dicir, os da
curva no corpo) pédese definir unha estrutura de grupo con-
mutativo. A continuacién, daremos algtns preliminares para
afondar na explicacién do algoritmo.

Primeiramente, sexa E unha curva eliptica definida sobre
F, e E(F,) o grupo de puntos racionais desta tal que o neutro
0 ¢é o punto no infinito. Para entender o funcionamento do
algoritmo, cémpre cofiecer o seguinte resultado.

Teorema 1. (Teorema de Hasse) Dada unha curva eliptica
E sobre [y, entén existe ¢t € Z, cofiecido como a traza de
Frobenius, tal que

HE(F,) =g+ 1—1.
Ademais, tense que [t| < 2,/7.

A ECC baséase nos logaritmos discretos sobre o grupo de
puntos racionais da curva. E dicir, dado un punto P, cofieci-
do como o xerador, e un punto Q, debemos obter un k € Z
tal que Q = kP. Os puntos P e Q funcionan como claves pu-
blicas e o problema resultante € moi dificil de resolver, cos
algoritmos cofiecidos, para unha curva cun nimero de pun-
tos #E(IF,) grande e primo. O algoritmo de Schoof conta os
puntos dunha curva eliptica dada de maneira eficiente, o que
nos axuda a escoller curvas seguras para a nosa encriptacion.
Vexamos enton as ideas e pasos no algoritmo de Schoof.

1. Consideraremos a curva eliptica en forma de Weiers-
trass, € dicir, da forma E : y2 = x> 4+ ax+ b sobre IFq,
con g = p”,tal que p >3 é primo e r > 1. Polo Teorema
de Hasse, sabemos que #E(F,) = g+ 1 —t para algtin

It <2./q.

2. Para computar t achamos ¢ méd N para N > 4,/q.

3. Para obter ¢t méd N descompofiemos N en produto de
primos.

TEORIA

4. Finalmente, grazas ao Teorema Chinés dos Restos
(TCR), basta cofiecer os valores t modd /! (para todo /
primo de N) para atopar o resultado.

O pardmetro ¢ € a traza do endomorfismo de Frobenius,
que €, polo tanto, de especial relevancia no desenvolvemento
do algoritmo. Este definese do seguinte xeito:

¢: E(Fy) — E(Fy)
(x,y)  — (1))

Definindo de forma adecuada o polinomio caracteristico,
cuxos detalles omitimos aqui, pédese obter a ecuacién

9?—19+q=0

Equivalentemente,
(T 37) +q(x,y) = 1(x1,y7), VP = (x,y) € E

Dado agora un P = (x,y) € E[l] (o conxunto de puntos de
torsién de orde / € N), fixamos f como o tinico enteiro positi-
vo <[ tal que f =t mobd /. Tomando médulo / na expresion
anterior, satisfacemos a seguinte relacién para un nimero fi-
nito reducido de casos.

(7 )+ [@)(x.y) = [F(x9,0)

Resolvendo 7 para cada I, podemos obter o valor médulo
N co TCR.

Durante o proceso de computacion, definimos y; € IF,[x],
chamado o /-ésimo polinomio de divisién. Este satisfai que
(xp,yp) € E[l] <= y(xp,yp) = 0. Estes polinomios facili-
tan o calculo dos puntos de torsién, reducindo o problema a
resolver ecuacions sobre certos aneis “sinxelos”. Esta e ou-
tras implementacions poden mellorar a efectividade do algo-
ritmo ata as stas versions mdis modernas.

O algoritmo de Schoof converteuse nunha ferramenta fun-
damental no campo da criptografia de curvas elipticas. A sta
capacidade para calcular a orde dunha curva con complexi-
dade en tempo polindmico, especialmente para curvas sobre
corpos finitos grandes, mellora significativamente o rende-
mento dos sistemas baseados nelas. O algoritmo asegura as{
que se elixan curvas con ordes grandes e axeitadas, mello-
rando a seguridade destes sistemas criptograficos.

Referencias Bibliograficas

Stefano Marseglia, Elliptic Curves over Finite Fields,
Utrecht University, 2023.

R. Schoof, Elliptic Curves over Finite Fields and the
Computation of Square Roots mod p.
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Euler foi un xenio das Matematicas, pero ainda asi, non tivo a sorte de ler Mais
Mates antes de quedarse irremediablemente cego. Gauss posiblemente se
aburria moito entre clases, algo que poderia ter remediado se se lle ocorrese
inventar Mais Mates. Hipatia tampouco a tivo nas stas mans, pero sequro que
gozaria das conicas da portada. Se cadra Galois poderia ter achado a formula
de Mais Mates, pero morreu demasiado novo... E ti? Ti tes Mais Mates ao
alcance da man!

S3ILVIN STIVIN

Mais Mates é un proxecto en forma de revista do alumnado para o alumnado, o
proxecto co que todos eses egrexios persoeiros sofarian. Cada mes,
traémosvos novos artigos con pequenas anécdotas da historia das
matematicas, as Ultimas novas, entrevistas, pasatempos, pequenos petiscos
en diversos temas que ao mellor non se tratan en profundidade na carreira... o
En definitiva, todo o que esperta a nosa curiosidade como alumnas e alumnos,
e que quizais esperte tamén a tua/

Estamos ai para que desconectes na metade dunha dura sesion de estudo, ou
para todo o que se che ocorra. Lenos, coméntanos, compartenos, escribenos e
colabora con nds!
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