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Introducion

Direccion da Revista

Moi bo dia lectora ou lector! Estamos encanta-
das e encantados de que nos leades e desfrutedes
connosco deste proxecto. A continuacién podedes
ver un resumo dos artigos deste niimero.
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CARTA DE DESPEDIDA.

O que para min comezou como unha idea un
pouco tola no verdn de 2023 —achegar a investi-
gacion e a divulgacién ao estudantado, xogar a ser
matematicos e matematicas de verdade— acabou
por facerse realidade. Esa idea converteuse nun
proxecto fermoso que ilusionou a moita xente, que
abriu portas para emocionarse coas matematicas e
atoparlle sentido ao que facemos.

Moita xente coiiéceme como Chisco. Son Fran-
cisco Estévez Lengua, un rapaz de Celanova, unha
vila de Ourense. Unha das principais motivacions

para pofier en marcha este proxecto foi estar rodea-
do dunha xente excepcional, aberta e apaixonada
polas matemaéticas.

Santy, sempre presente, traballador e elocuen-
te, sempre con ideas e cunha escritura fermosa. Os
seus artigos son un auténtico pracer de lectura.

Pedro, sempre disposto a axudar, sempre cunha
resposta, € con esa capacidade de transmitir dun
xeito tan sinxelo coma ameno.

Nacho e Guille, polifacéticos, humildes, huma-
nos. Sempre foi un pracer lervos, e oxala vos tive-
ramos lido ainda mais.

Anton e o equipo de Sementeira, sempre dis-
postos a colaborar e facer da revista un espazo de
xogo, de participacion, de entretemento.

Rafa e Carmen, os dous profesores que revisa-
ron con lupa cada nimero da revista. Sen o seu es-
forzo, o nivel de calidade que acadamos non teria
sido posible.

Esta dltima revista quixera dedicérllela a todas
as persoas que participaron no proxecto, que pu-
xeron o seu gran de area, que compartiron ideas,
inquedanzas e ilusidns matematicas.

E, sobre todo, sen ela, a revista probablemen-
te non terfa sido tan ben acollida. Ela deunos un
fogar na nosa facultade, acolleu este proxecto co-
mo se fose seu e axudou a que medrara e rompese
fronteiras. Sen Elena Vazquez Cendon, non teria-
mos entrevista polo rio. Non teriamos Mdis Mates.
Moitisimas grazas, decana.

Durante estes dous anos tiven a responsabilidade
e o privilexio de coordinar e editar Mdis Mates. A
partir de agora, seguirei colaborando na medida do
posible, mais o meu labor nesta etapa chega ao seu
fin. Con todo, a revista non remata aqui: o proxec-
to continda e, no vindeiro ano, seguird medrando e
ampliando as stas fronteiras. Grazas por acompa-
narnos e por lernos. Seguide acompafidandonos no
préximo nimero!
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Ramanujan: unha vida en cartas

Santiago Gonzdlez Gomez

rinivasa Ramanujan € posiblemente un dos matematicos
mais singulares da historia. Pobre, enfermizo, extrafio
en terras afastadas pero cunha intuicioén portentosa, a sia vida
foi marcada por unha carta: aquela que en 1913 enviou ao in-
glés G. H. Hardy e darfa inicio a unha das colaboracions maéis
fructiferas e famosas da historia das Matematicas. Aprovei-
tamos a copiosa correspondencia que mantivo Ramanujan ao
longo da suia vida para cofiecer un pouco madis da sda figura
a través das suas cartas.

NADO BAIX0O O MANTO DE NAMAGIRI

Ramanujan naceu en 1887 en Erode, unha pequena vila
preto de Madras (actual Chennai), no mandato britdnico da
India. Pertencia 4 casta dos brahmén, a dos profesores e sa-
cerdotes, pero a stiia familia era moi humilde. Ramanujan era
un hinduista devoto; as suas crenzas faciano vexetariano e
prohibianlle facer longas viaxes. Xa de rapaz comezou a in-
teresarse polas Matemadticas. Con 16 anos, tivo a sorte de fa-
cerse cun libro dun tutor de Cambridge que resumia os mais
importantes resultados das Matematicas puras. O estilo bre-
ve, conciso e con poucas demostracions deste libro influiria
no pensamento matematico de Ramanujan de por vida. Ainda
que este libro estaba xa daquela moi anticuado, Ramanujan
estudouno a conciencia e usouno como base para as suas in-
vestigacions matematicas particulares, que comezara xa no
instituto. Interesouse en particular pola evaluacién de series,
as fraccidns continuas e o cdlculo de diferentes constantes.

Ramanujan adoitaba pasar moito tempo no templo de Na-
magiri, a deusa familiar. Queddbase durmido entre as stas
paredes e soflaba con férmulas e ecuaciéns. Ao espertar, es-
cribfaas. Por exemplo, unha vez Ramanujan sofiou cunha
pantalla feita enteiramente de sangue correndo, na que unha
man escribia resultados sobre integrais elipticas. Para el, o
sangue era un signo de Narasimha, o deus consorte de Na-
magiri; e as formulas, revelaciéns divinas.

Cando Ramanujan quixo entrar 4 universidade, o unico
que queria facer eran Matemadticas. Suspendeu o resto das
suas clases e foi rexeitado. Para estas datas, tifia xa 21 anos
e era moi cofiecido entre a comunidade matematica da India,
publicando decote no Journal of the Indian Mathematical So-
ciety. Un dos seus fundadores, Ramachandra Rao, describe
asf a Ramanujan e un dos seus encontros con el ([1]): “Unha
figura baixa, tosca, gorda, sen afeitar e non demasiado limpa
[...]. Era miserablemente pobre... Abriu a sta libreta e come-
zou a explicar algtns dos seus descubrimentos. Vin que habia
algo féra do usual, pero o meu cofiecemento non me permitiu
xulgar se falaba con senso ou sen el... Pregunteille que que-
ria. Dixo que uns cartifios para vivir e poder continuar coas
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suas investigaciéns.”

Varios membros do Journal tentaron conseguirlle a Ra-
manujan unha beca, sen sorte. Mentres, Ramanujan entrou
a traballar como “calculadora humana” no porto de Madrés,
e continuou co seu traballo en Matemadticas. Ainda que non
publicou nada demasiado interesante, si destaca a sua forma
intuicionista e orixinal de atacar os problemas.

A CARTA A HARDY

Ramanujan comezou por estes anos a escribir cartas a
varios matematicos britdnicos, presentindose, explicando o
seu traballo e pedindo axuda econémica para poder adicarse
completamente 4s Matemadticas. A meirande parte das stas
cartas recibiron respostas negativas ou non foron sequera res-
postadas. Porén, Ramanujan seguia traballando e escribindo.

En 1913, Ramanujan escribiu a G. H. Hardy. Hardy era
profesor no Trinity College de Cambridge, e adicdbase es-
pecialmente ao cdlculo integral, ainda que para estes anos
comezaba a interesarse mdis pola teoria de nimeros debido
as sdas colaboraciéns con J. E. Littlewood. Hardy era un ma-
temdtico moi preocupado polo formalismo e polo rigor, unha
achega diametralmente oposta 4 que practicaba Ramanujan
na India. O 16 de xaneiro, Ramanujan envialle a Hardy no-
ve folios con férmulas e resultados, e escribe unha carta de
presentacion ([2]):

Querido seiior.

Gustariame presentarme como un contable na oficina por-
tuaria de Madrds cun salario de s6 20£ por ano. Tefio uns
23 anos. Non teiio formacion universitaria, pero si a edu-
cacion escolar usual [...]. Emprego o meu tempo libre tra-
ballando nas Matemdticas. Ainda que non cursei [ningiin]
curso universitario, estou construindo un camiiio propio
para min. Realicei unha investigacion especial sobre se-
ries diverxentes en xeral e os resultados que obtiven son
tildados polos matemdticos locais de “sorprendentes”.
[Ramanujan prosigue explicando algtins dos seus resulta-
dos e confrontando afirmaciéns feitas en artigos de Hardy.]
Pidolle que mire os meus papeis adxuntos. Sendo pobre, se
estd convencido de que hai algo de valor, gustariame publi-
car os meus teoremas. Non envio as mifias investigacions
completas [...] pero si indico como procedo. Sendo un no-
vato, valoro moito calquera consello que me poida dar. Pi-
do perdon por calquera inconvinte que lle poida causar:

Hardy recibiu a carta con curiosidade. Os primeiros resul-
tados eran vagos ou amplamente cofiecidos, pero a medida
que pasaban os folios, as férmulas que Ramanujan incluia
volvianse cada vez mdis exdticas e sorprendentes. Hardy

HISTORIA
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Fig. 1: A esquerda, Srinivasa Ramanujan. Imaxe de [1]. A dereita,
formulas da carta de Ramanujan a Hardy. Imaxe de [3].

consultou a Littlewood. Recofieceron algiins dos resultados
da carta, e sabian que eran correctos, pero moitos outros non.
Porén, ambos concluiron que “debian ser correctos, pois se
non o fosen, ninguén teria a imaxinacién para inventalos”
([3]). Ao seguinte dia, Bertrand Russell, colega de ambos, es-
cribiu que “[Hardy e Littlewood estdn] nun estado de salvaxe
excitacién, pois cren que atoparon un segundo Newton, un
contable hindd en Madrés que gafia 20 libras ao ano”. Uns
dias despois, tras consultar a outros matematicos de Cam-
bridge, Hardy respondeu.

Querido seiior.

Recibin con moito interese a sia carta e os seus teoremas.
Porén, entenderd que antes de poder xulgar con propie-
dade o valor do seu traballo, é esencial que vexa probas
dalgunha das sias afirmacions. Os seus resultados paré-
cenme que se poden dividir en tres clases:

1. hai certos resultados que son xa coriecidos, ou alo-
menos facilmente deductibles a partir de teoremas
cofiecidos;

2. hai resultados que, ata onde eu sei, son novos e in-
teresantes, pero interesantes mdis polo curioso e di-
ficultade aparente que pola sia importancia;

3. hai resultados que parecen novos e importantes, pero
nos que todo depende do rigor dos métodos de proba
empregados.

Sobre os resultados do primeiro tipo, Hardy dille que “se o
que di vostede sobre a sua falta de formacion € certo, que re-
descubrise estes resultados tan interesantes dalle moito cre-
to” e asegura que lle gustaria comparar as teorias que Ra-
manujan desenvolvera para obtelos coas cofiecidas en Occi-
dente. Sobre os resultados do segundo e terceito tipo, Hardy
escribe:

Sempre escribe os seus resultados de tal xeito que é di-
ficil estar seguros [da sia importancia]. Espero que me
envie tan rdpido como sexa posible algunhas das siias pro-
bas [sobre primos e series diverxentes]. E moi posible que
fixera vostede unha gran cantidade de traballo digno de
publicacion, e se é capaz de producir demostracions sa-
tisfactorias, estarei encantado de facer o que poida para
conseguilo [...]. Espero saber de vostede de novo o antes
posible.

Hardy tentou ser precavido coa suia carta, pero o certo é

HISTORIA

que xa comezara a facer xestions para levar a Ramanujan a
Cambridge. Cando Ramanujan recibiu a carta, o que mdis lle
emocionou foi que parte dos seus resultados fosen xa cofie-
cidos, pois o propio Ramanujan non estaba seguro de que
fosen correctos e para el demostraban que estaba indo po-
lo bo camifio. Para decepcion de Hardy, a proxima carta de
Ramanujan non adxuntaba probas, senén “excusas’:

[...] se lle falo de [como demostrar un certo resultado da
primeira carta], dirame que o meu destino é acabar no
psiquidtrico [...]. Tento convencelo de que non serd quen
de seguir os meus métodos de proba [en base a] unha soa
carta.

Ramanujan prosegue dicindo que o seu principal obxecti-
vo € que Hardy verifique os seus resultados para poder con-
seguir unha beca: “Xa son un home a medio morrer de fame.
Para preservar os meus sesos quero comida...” ([3]). Este ti-
ra e afrouxa entre Hardy e Ramanujan continuou uns meses.
Hardy e Littlewood crian que Ramanujan tifia medo de que
1le roubasen os seus resultados, suxerencia que feriu a Rama-
nujan, quen asegurou que estaba disposto a compartir os seus
métodos e que simplemente nunca atopara a ninguén que 0s
entendese. Como eran estes métodos? Pois unha mestura de
computacion, algo parecido a probas, e moita intuicién. Co-
mo Ramanujan acababa sabendo que resultados estaban ben
e cales non, € un misterio. Ramanujan adoitaba comezar dan-
do estimacidns para certos problemas e posteriormente refi-
nando a estimacidn ata dar co resultado exacto. Sexa como
for, Hardy foi quen de mover fios e conseguirlle unha bolsa a
Ramanujan, que entrou na Universidade de Madras. Pero is-
to non era suficiente para Hardy, que seguia querendo levar a
Ramanujan a Cambridge. Inicialmente Ramanujan dixo que
non, presumiblemente por motivos relixiosos.

Con todo, a intuicién de Ramanujan 4s veces fallaba, e a
finais de 1913 Hardy escribe a Ramanujan explicando que
certos resultados sobre a distribucién dos primos na primei-
ra carta de Ramanujan eran “definitivamente incorrectos”.
Se cadra isto, unido 4 obsesién de Hardy con que dese pro-
bas dos seus resultados, fixeron dubidar a Ramanujan de se
0 seguinte paso na sta carreira estaba en efecto en Inglate-
rra. Ramanujan comezou a contemplar a idea de mudarse a
Cambridge cando lle prometeron que podia continuar co seu
vexetarianismo e que non teria que facer ningiin exame de
acceso.

Pero quedaba o problema da relixién. Abandonar a In-
dia suporia para Ramanujan perder o seu estatus sagrado de
brahmén. Ramanujan viaxou ao santuario de Namagiri para
pedirlle permiso 4 deusa, e tras varios dias, esta aparecéuse-
1le en sofios (segundo outras versions, 4 sda nai) garantindo-
lle permiso para viaxar. O 17 de marzo de 1914, Ramanujan
safa nun vapor cara a Inglaterra.

UN HINDU EN CAMBRIDGE

Ramanujan preparouse para a sda nova vida en Inglaterra
mercando roupa occidental e aprendendo a atarse unha gra-
vata ou a comer con coitelo e garfo; porén, nunca acabou de
afacerse aos zapatos e camifiaba descalzo cando podia. Ra-
manujan tivo que asistir a clases en Cambridge para aprender
os métodos occidentais de facer matemdticas e que Hardy
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e Littlewood puidesen traballar con el e axudalo a publicar
de xeito eficaz. Porén, ensinarlle non era doado. Littlewood
explicaba que “era extremadamente dificil, porque cada vez
que calquera tema que se cria que Ramanujan debia saber
era mencionado, a resposta de Ramanujan era unha avalan-
cha de ideas orixinais que facian imposible [poder seguir co
tema orixinal]” ([1]). Os seus compafieiros describiano como
un estudante mais, entusiasta e non demasiado introspectivo.
Ramanujan tamén atopou en Cambridge outros estudantes
hindds, como Mahalanobis, outro matematico.

Porén, poucos meses despois de chegar, a vida de Rama-
nujan en Inglaterra darfa un xiro radical. Era xufio de 1914
e en Europa estoupaba a Primeira Guerra Mundial. Moitos
estudantes e profesores marcharon 4 fronte, e segundo Ra-
manujan, os que quedaran “perderon a sda interese nas Ma-
tematicas” ([3]).

Fig. 2: Ramanujan, no centro, en Cambridge. Hardy estd xusto d
dereita. Imaxe de [1].

Nunha carta 4 stia nai, Ramanujan describe asf a guerra:

Voan con avions a grande altura, bombardean as cidades e
desbardtanas. Tan pronto como se observan avions inimi-
gos no ceo, os avions que descansan en terra despegan e
voan a grande velocidade e cargan contra eles, resultando
en morte e destrucion.

Littlewood uniuse ao esforzo bélico, pero Hardy mantivo
o seu traballo normal en Cambridge. Por entén, Hardy e Ra-
manujan xa colaboraban de xeito fructifero, e foron forxando
unha profunda amizade. Non podemos imaxinar o seu traba-
llo sen6n como unha especie de aventura de cabalerias de
Don Quixote e Sancho; ambos tan diferentes, con visions tan
irreconciliables das matematicas, pero capaces de conectar e
complementarse de xeito extraordinario.

Ramanujan pasou o seu primeiro inverno en Cambridge
enfermo. Porén, cara a marzo de 1915 estaba recuperado e
puido publicar os seus primeiros artigos en Inglaterra; todo
traballo feito en Cambridge, pois decidira retrasar a publica-
cién do seu traballo feito na India ata que rematase a guerra.
En 1916, Ramanujan defendeu con €xito a sta tese sobre nu-
meros altamente compostos (nimeros cun grande nimero de
factores primos).

En 1917, Ramanujan enfermou novamente, esta vez de
xeito grave. Actualmente, cremos que padecia dunha ame-
biase contraida na India, pero daquela ninguén era quen de
diagnosticar o que lle pasaba. A enfermidade non sé freou o
seu traballo matemadtico, senén que puxo en risco a sia vida.
Hardy escribe ([1]) que “[,,,] como todo hindd, € un fatalis-
ta, e € extremadamente complicado conseguir que cuide de si
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mesmo”.

O certo é que Ramanujan cafu sumido nunha depresion
e chegou a ter pensamentos suicidas. Con todo, aproveitaba
os momentos de mellora para continuar escribindo matema-
ticas, e a stia fama en Inglaterra seguiu medrando. En 1918,
foi elixido membro da Royal Society (o primeiro hindd en
conseguilo) e da Irmandade do Trinity College, asegurdndo-
lle estabilidade econémica.

Co fin da Primeira Guerra Mundial, os vapores volveron
a viaxar de xeito seguro ata a India. Nun leve remonte de
saude, Ramanujan decidiu volver 4 India, e fixoo a inicios
do 1919, convertido agora nun persoeiro famoso. Al6 conti-
nuou escribindose a mitdo con Hardy e traballando en novos
resultados matematicos. Porén, a sta sadde continuou em-
peorando. O 29 de abril de 1920, a universidade de Madras
enviou a seguinte carta a Hardy:

Querido seiior.

Por indicacion do Sindicato, escribolle para comunicarlle,
con moito pesar, a triste nova do falecemento do seiior S.
Ramanujan, F.R.S., que tivo lugar a mariid do 26 de abril.

Ramanujan morrfa con 32 anos, deixando unha inxente
cantidade de resultados sen publicar e unha morea mais deles
sen sequera imaxinar. Inicialmente Hardy tentou recompilar
e publicar més de 3000 resultados que Ramanujan deixara
nas sudas libretas, pero a tarefa era inmensa e foi avanzan-
do a ritmo lento. Tampouco axudou o feito de que a teoria
de nimeros, a drea das Matemdticas onde mais prolifico fora
Ramanujan, non estivese de moda. Hardy e Littlewood con-
tinuaron o seu traballo previo a 1913, ainda que Hardy se-
guiu considerando a sda colaboracién con Ramanujan como
o seu maior fito matemadtico. Non seria ata os setenta que
se retomaria o esforzo colectivo da comunidade matemadtica
por probar e publicar resultados legados por Ramanujan, algo
que se segue facendo a dia de hoxe. Se cadra o mdis impre-
sionante de moitos resultados de Ramanujan é que a simple
vista, sobre todo na sta época, podian parecer férmulas cu-
riosas, pero pouco madis. Porén, un século madis tarde, a moi-
tas delas téfienselle descuberto conexidéns con Matematicas
profundas e tamén atopado usos varios en diversos dmbitos,
especialmente na computacion de sumas que aparecen, por
exemplo, en Mecdnica Cudntica.

Dende logo, a vida e logros de Ramanujan revélannos co-
mo a comprension da imaxinacién e da intuicién, ferramen-
tas tan utiles para un matemadtico, estd ainda moi lonxe de
noés. Parece case como se fosen revelacions divinas...
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Entre vigas e numeros: A viaxe de Juan Manuel Viafio Rey

Guillermo Arcos Salgado

Francisco Estévez Lengua

este ndmero temos o pracer de contar coa presenza dun
destacado matematico galego, profesor na nosa facul-
tade, cuxa paixén polas matemdticas levouno a percorrer un
camifio de éxito até converterse nun investigador de renome
internacional e, incluso, reitor da nosa Universidade. Trata-
se de Juan Manuel Viafio Rey (Boqueixén-A Corudia, 1955),
catedrético de Matemadtica Aplicada (1988), doutor pola Uni-
versidade de Santiago baixo a direccién de Alfredo Bermu-
dez (1981) e tamén doutor pola Universidade Pierre et Marie
Curie de Parfs dirixido por P.G. Ciarlet (1983).

No ambito académico, Viafio € amplamente recofiecido
polos seus estudantes como profesor de Andlise Numérica
Matricial e Calculo Numérico e doutras materias de métodos
numéricos no que € especialista (ten editados 4 libros de tex-
to nestas materias). Entre os seus compaiieiros docentes, é
admirado pola sta capacidade de liderado e pola sda dispo-
sicion a colaborar e servir 4 comunidade universitaria.

Desde Madis Mates, quixemos achegarnos 4 figura deste
universitario de referencia e descubrir algins aspectos cu-
riosos da sda traxectoria profesional. Traxectoria que, non sé
reflicte a sda dedicacién 4 investigacioén e 4 docencia, senén
tamén un profundo compromiso co avance das matematicas
e a formacién das novas xeracions de matematicos. Ao longo
dos anos, Viafio tivo a oportunidade de liderar proxectos de
investigacion que transcenderon as aulas, influindo positiva-
mente na formacién dun numeroso equipo de investigadores
e con aportaciéns relevantes a diferentes disciplinas, dende
a fisica aplicada ata as ciencias computacionais. A sda labor
como docente fixo del unha figura clave na formacién de mi-
les de estudantes, que, ao seu carén, descubriron a beleza e a
potencia das matemadticas.

F: Contanos, J. Viaflo, como foi estudar a carreira de Ma-
tematicas? Tiveches algiin tipo de dificultade?

V: Estudei na Facultade de Ciencias en Santiago entre os
cursos 1973-1974 e 1977-1978. Daquela eran cinco anos de
carreira, pois asi o establecia o plan de estudos. En realidade,
comezamos en xaneiro de 1974, porque ao ministro de edu-
cacién franquista, Julio Rodriguez, ocorréuselle cambiar a un
calendario escolar anual de xaneiro a decembro, cunhas va-
caciéns no medio. Pero xusto aconteceu o atentado a Carrero
Blanco (decembro de 1973), mudaron o ministro e antes de
comezar o curso xa sabiamos que tiflamos que rematalo en
xufio (e non en decembro) pois volveuse ao calendario tradi-
cional. Asi que o curso durou s6 seis meses. Pero para min
non foi o tnico curso de seis meses porque, por causas re-
lacionadas co servicio militar obrigatorio, os cursos cuarto e
quinto tamén tiven que facelos en seis meses cada un. Es-
tas serfan as principais dificultades persoais ainda que existi-
ron outras relacionadas co plan de estudos que se implantou
con nés. Era un plan brutal a nivel de contidos. Seguramente
nunca houbo un plan con tantos contidos tedricos e tan pou-
cos practicos. Comprobeino cando fixen o doutoramento en

ACTUALIDADE

Paris: os estudantes espafiois tiflamos un cofiecemento enci-
clopédico, pero sen destreza practica. Agora hai mdis aposta
polas habilidades e destrezas, o traballo en grupo, o TFG, as
practicas... que complementan a formacién tedrica que, sen-
do importante, non chega a tanta especializacién.

F: Con respecto 4 etapa universitaria, cal consideras que €
a principal diferenza coa actual, se a houber?

V: Hai moitas diferenzas, obviamente. En primeiro lugar,
destacaria a pouca atencién ao alumnado fronte 4 acollida e
trato que recibides agora. Non existian as titorfas nin a revi-
sién de exames. A figura do profesor era moi distante, moi
autoritaria. Mdis se falamos do catedratico, figura venerada
que baixaba 4 aula cos seus acoélitos axudantes, daba as no-
tas en voz alta e botdbache a reprimenda diante de todos.
Pensa que estamos nunha época predemocratica. Os catedra-
ticos eran autoridades cientificas e tamén politicas. Os deca-
nos eran nomeados desde arriba. Non existian os consellos de
departamento como tales para tomar decisions, nin tampou-
co representacion do alumnado. Os movementos estudantis
eran cada vez madis potentes e combativos.

G: Agora estamos nunha situaciéon onde moita xente apos-
ta por facer un master ou un doutoramento para ampliar as
saidas laborais. Acontecia 0 mesmo daquela?

V: A resposta é mdis complexa. NOs non tifiamos moi-
tas oportunidades laborais. Basicamente: ou eras profesor ou
non habfa saida. A gran maioria {a a institutos, academias,
colexios privados... e unha minorfa queddbase na universida-
de para ensinar e facer o doutoramento. Non existfa a “ma-
temadtica aplicada” que comezaba a ser xa moi importante
noutros pafses. Xa nos oitenta en Francia cofiecin matema-
ticos que traballaban en problemas reais (desefio de avidns,
célculo de encoros, etc.) cousa que aqui ainda non se facia.
Cara a finais do século XX produciuse unha saturacién e os
matemadticos tifian dificultades para atopar traballo relacio-
nado coa sta carreira. Asi que a matricula na Facultade caeu
moitisimo. Afortunadamente, a situacion cambiou rotunda-
mente nos primeiros anos do século XXI. Agora hai deman-
da en investigacién, empresas, banca, industrias, hospitais,...
Os estudantes xa non se agochan para dicir que lles gustan as
mates. Ao contrario, 0s matemadticos temos prestixio social.

G: Creo que ti fixeches un gran traballo na procura dese
prestixio das matemdticas espafiolas e na captacién de estu-
dantes con talento matematico. Que me dis diso?

V: Como decano da Facultade (entre 2001 e 2009), pro-
movemos moitas actividades na captacion de estudantes e na
difusién das matemdticas como ciencia imprescindible (no
curso 2001-02 entraron en primeiro menos de 40 estudan-
tes!) . Un traballo colectivo extraordinario dos matematicos
espafiois permitiu que se celebrase por primeira vez en Es-
pafia (Madrid, 2006) o International Congress of Mathema-
tics (ICM) que ten lugar cada catro anos desde 1900. Formar
parte do seu comité cientifico e organizador foi toda unha
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honra e experiencia. A Santiago, tamén en 2006, trouxemos
matemadticos representantes de mdis de 100 paises na XXV
Asemblea da International Mathematical Union (IMU) cuxo
comité organizador local tiven a honra de presidir. Estes e
outros acontecementos puxeron as matemadticas “de moda”.
No ano 2007, puxemos en marcha o Proxecto ESTALMAT-
Galicia para o estimulo do talento matemaético en Galicia que
18 anos despois segue vivo e captando rapaces e rapazas de
12 e 13 anos que son xenios matematicos. Estas medidas
coinciden no tempo co Plan Bolonia, sendo a nosa Facultade
unha das primeiras de Espafia en implantar o actual grao en
2008 cando eu era decano. O éxito € indiscutible: desde fai
varios anos, mais de 125 estudantes novos cada ano cunha
nota de corte superior a 12.

F: Que te levou a estudar matematicas?

V: Eu era un rapaz que gozaba resolvendo problemas de
razoamento e calculo. Gustidbanme os cadrados maxicos, as
contas con quebrados, os problemas con ecuacions... € entre-
tifiame cambiando as hipdteses dos enunciados para ver que
pasaba. Tiven profesores na escola primaria e no bacharela-
to que me formaron ben e me animaron moito a seguir ese
camifio. Presenteime 4 Olimpiada Matemadtica no ano 1973
e gafiei a fase galega, o que me reafirmou que tifia que estu-
dar matematicas. Na carreira non tiven dificultades. Estuda-
ba moito, mesmo de madrugada, cun compafieiro que dicia
que eu era incansable. E iso traduciuse nun bo expediente.
Sempre me gustou traballar de noite. Mesmo agora. Moitos
resultados de investigacion resolvinos mesmo entre sofios.

G: E despois, como continuaches?

V: Ofrecéronme quedar aqui. Fixen a tesina con Alfredo
Bermudez, logo o Ministerio concedeume unha bolsa FPI e
marchei a Paris, ao Institut National de Recherche en Infor-
matique et Automatique (INRIA) e a Universidade P. M. Cu-
rie. Ali fixen o posgrao, asistin a cursos de figuras de talla
mundial como J. L. Lions, Ciarlet, Brezis, Glowinski, Ra-
viart, Pironneau... . Estiven dous anos. Cofiecin como tra-
ballaban nas universidades e o adianto que nos levaban en
todo. A aprendizaxe foi vital para a mifia carreira posterior.
Tres anos despois (1986) retornei & PM. Curie como profe-
sor (substituindo precisamente a Glowinski). Dali volvin a
Santiago para facerme cargo como director do recentemen-
te creado Departamento de Matematica Aplicada. Daquela
ainda a USC era a unica universidade de Galicia e o noso
departamento tifia profesores nas sete cidades galegas.

F: Sobre que tratan as tdas teses?

V: A de aqui sobre simulacién numérica en termoelastici-
dade e plasticidade. Son modelos con EDPs e condiciéns de
fronteira especiais. A simulacion faise co método de elemen-
tos finitos e un método de penalizacién-dualidade. Esta tese
evolucionou cara unha lifia de investigaciéon en simulacion
numérica en problemas de contacto elastoviscopldsticos moi
comun na industria (pneumadticos, freos, rais, conformado de
metais, cables de ascensor, brackets dentais, ... ).

A de Paris sobre xustificacién de modelos de placas ter-
moelésticas que deu lugar a toda unha lifia da mifia investi-
gacién sobre xustificacién e xeneralizacién de modelos en
vigas elasticas (Bernoulli, Timoshenko, Vlasov...). Esta li-
fia emprega métodos asintéticos cun pequeno pardmetro para
obter modelos bidimensionais ou unidimensionais mais com-
pletos, que aborden situaciéns madis necesarias na enxefiaria
actual (pontes, avidns, oleodutos...).
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Estas duas linas mantivéronse e agranddronse ata a actua-
lidade.

G: Fixeches todo isto mentres dabas clase?

V: Sempre dei clase agds cando estiven facendo o dou-
toramento en Parfs e cando fun vicerreitor e reitor da nosa
universidade. Dar clase € a funcién primordial dun profesor
universitario pero, a par, tamén ten que facer investigacion.
A min dar clase apaixéname.

F: Ao longo da sua carreira, fixo importantes achegas na
investigacién. Como influiron nas matematicas aplicadas, en
especial no campo da enxefieria?

V: A mifa investigacién en modelos de vigas eldsticas e
en problemas de contacto en sé6lidos, permite obter modelos
e métodos de cédlculo madis fiables en estruturas moi impor-
tantes na enxefieria civil. Durante os anos de investigacion,
logramos xustificar matematicamente os modelos utilizados
por enxefieiros que foron fundamentais para o desenvolve-
mento de estruturas de avions e naves espaciais, pontes mo-
dernas, rafiaceos, pero tamén con aplicacions en biomecéni-
ca, implantes dentais, modelos de formacién do oso humano,
fabricacion de volantes de automovil, etc... A nosa contri-
bucion foi importante porque, sen ser expertos en enxeferia,
a través dos métodos matemadticos, fomos capaces de dar un
respaldo xustificativo a eses modelos e, a0 mesmo tempo, xe-
neralizalos, ampliando o seu alcance e aplicacién. O feito de
que os nosos traballos sexan utilizados nestes dmbitos reflic-
te o impacto directo que a investigacién matematica pode ter
en dreas practicas e aplicadas.

G: Nos ultimos anos seguiches investigando?

V: Sempre. Pero € certo, que nos dltimos anos, houbo al-
guns intervalos nos que me dediquei mdis 4 xestiéon univer-
sitaria chegando a ter a honra de ser reitor. E a ese nivel, a
investigacién necesariamente baixa un pouco. Desde 2021,
xa non fago ningunha xestién e colaboro na investigacién
cos meus discipulos (a maioria son profesores nas Univer-
sidades de A Corufia e Vigo), redacto manuais de docencia
en métodos numéricos no grao (quero publicar o volume 5)
e elementos finitos cos contidos do mdster de matemadtica in-
dustrial. Tamén dou conferencias de divulgacién.

F: Como evolucionou a tda traxectoria na xestion?

V: Fun o primeiro director do Departamento de Matema-
tica Aplicada no 86. Tifia 31 anos. Despois (2001) dirixin
o Instituto de Matematicas (antecedente do que hoxe é CIT-
Maga), fun decano da nosa Facultade (2001-2009), logo fun
vicerreitor de Profesorado e Organizacién Académica e, fi-
nalmente, fun reitor no periodo 2014-2018, a maior honra e
satisfaccion académica dun universitario.

G: Antes, para entrar a unha carreira universitaria, entendo
que non calquera podia acceder, tamén por cuestions econd-
micas. Queria saber se habia axudas econdémicas para entrar
a unha licenciatura naquela época.

V: Non como agora, ainda que si habia axudas. Eu estudei
con bolsa no bacharelato e da Olimpiada Matematica tiven
unha pequena axuda na carreira, moi pequena. Pero habia
moitas menos axudas e era dificil acceder a elas, entre outras
cousas pola falta de transparencia e facilidades para solici-
talas. No rural, era habitual que as solicitudes das axudas as
cubrira o alcalde ou cura.... porque na tda casa non sabian
facelo. Afortunadamente o contexto do que gozamos hoxe €
moito mdis positivo. E espero que sexa mellor cada dia.
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Retos Matematicos

Serenten
ementeira

Clube Olimpico de Mates-USC

X0GOS DE PERIODICO

Resolve o seguinte Sudoku: .
Gafan as brancas en 5 movementos...

6 8 Solucion do Sudoku: %/ % %/
TR el o T
] EEEE o o
INEANE s LB
718 1 8lv[ofz]6le[s e[ 5%7 ///%7 ///%7 ///%7
3 615 Solucién do xadrez: 4 //// ///%7 //%7 %
51 |94 7 g iﬁgm 3 //// .
UG vim €
3 7 o 31 g 5 j g ? 7‘ //

Descubrimos a cita do nimero anterior:

“As matemdticas son a arte de darlle o0 mesmo nome a cousas distintas.”
— Henri Poincaré (1921)

Es quen de recuperar a cita cifrada?
“2698361143611972426985737477656112747968562714243194672491272497374947712426545562654319473

62826543431249771319476561127479684576745443674131".
— William Paul Thurston

PROBLEMAS PROPOSTOS

1. Probar que as tnicas potencias de 2 e 3 que son consecutivas son
(1,2),(2,3),(3,4),(8,9).

2. Temos p clases non limitadas de obxectos distintos. Sexa a, o nimero de formas de
ordenar n destes obxectos nunha lifia (tendo en conta todas as posibles escollas de n
obxectos e que os obxectos dunha mesma clase son indistinguibles). Achar a,, de forma
explicita empregando funcidéns xeradoras exponenciais.

Soluciéns do n° anterior:

3. Ant6n escribiu na pizarra os seguintes nimeros:

L
127377 14022024

Pide un voluntario, e sae 4 pizarra Martin. Explicalle a Martin que ten que escoller dous
nimeros ao azar da pizarra, a e b, e calcular a + b+ ab. Logo ten que borrar a e b
da pizarra e engadir o resultado das contas anteriores. Martin repite este proceso un bo
rato ata que s6 queda un nimero na pizarra. Antén ensinalle unha predicién que tifia
feita con anterioridade que, para a non sorpresa de Martin, que xa cofiecia as habilidades
matemadticas de Antdn, € o nimero que quedou finalmente no encerado. Cal é o devandito
nimero e como fixo Antén para predicilo con anterioridade?

4. Se p > 7 é un niimero primo, atopar todos os posibles restos de dividir p? entre 30.
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Machine Learning
supervisado para a
clasificacion de datos con

®

Ignacio Garbayo Fernandez

paraugas do machine learning recolle técnicas que
O adoitan dividirse en 4 categorias principais: aprendi-
zaxe supervisado, non supervisado, semisupervisado e por
reforzo. Centrarémonos no primeiro.

Cando a variable resposta dun modelo € cualitativa, en lu-
gar de tomar valores numéricos (cuantitativa), empregaremos
modelos de clasificacion en clases. Neste caso, a esta variable
tamén se lle coflece como categdrica e empregaranse estes
dous nomes indistintamente. As{, unha variable Y deste tipo
pode tomar valores nun conxunto pechado de elementos, co-
fiecidos como categorias. E frecuente que a base para realizar
a clasificacion sexa o cédlculo das probabilidades de pertenza
a cada categoria, o que permitird a sta aplicacién a problemas
reais de planificacién ou, mesmo, de diagnéstico médico.

Na linguaxe @ , dispofiemos de varios paquetes que per-
miten implementar e traballar cun modelo como o descrito.
O paquete caret (Classification And Regression Training)
facilita a preparacion de datos, a seleccién de modelos, a ava-
liacién e o axuste de hiperpardmetros, entre outras tarefas.
Imos extraer a informacién do artigo de [1] e [2], transversal-
mente.

ENFOQUES PRINCIPAIS

Na clasificacion do machine learning existen dous tipos
de aprendices: os preguiceiros, que se limitan a memorizar
os datos de adestramento e, cada vez que é necesario facer
unha predicién, buscan ao vecifio mdis préximo; e os ansiosos,
que primeiro crean un modelo a partir do conxunto de datos
de adestramento e, despois, fan predicidns con conxuntos de
datos futuros.

SELECCION DE CARACTERISTICAS

Un modelo con demasiadas variables pode axustarse en
exceso aos datos de adestramento e funcionar mal con novos
datos. Ademais, variables irrelevantes ou redundantes poden
introducir ruido e facer que o modelo se confunda.

En QR , dispofiemos da funcién rfe, que automatiza o
proceso de seleccion de variables utilizando eliminacién re-
cursiva con andlise discriminante do tipo lineal, establecida
unha funcién de repeticiéon control sinxela. A chamada 4
funcioén predictors devolve as variables elixidas, en forma
de columna.
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rfe(data[, vars], as.factor(data$Diagnosis),
sizes = ¢(1:30), rfeControl = control)
predictors (results)

A intuicién detras do método € determinar un subespazo
de menor dimensién no cal os puntos de datos do proble-
ma orixinal sexan “separables”, definida a separabilidade en
termos de valor medio e varianza. A Figura 1 reflicte unha
idea.

Fig. 1: Na primeira aproximacion bidimensional, os puntos mostrais
proxéctanse nunha dimension. Esta lifia elixirase de forma que se
maximice a separabilidade dos puntos. Fonte: [3].

SEPARACION DOS DATOS

Un aspecto importante na creacion de modelos a partir
dun conxunto de datos é que se debe garantir que as predi-
cidns que este produza terdn a mesma certeza que os datos
utilizados para o seu adestramento. Tradicionalmente, isto
conseguiuse dividindo a mostra en dous conxuntos: de ades-
tramento e de proba. O conxunto de adestramento utilizase
para a construcién do modelo, mentres que o de proba co-
bra especial relevancia ao estimar a eficiencia prediciva do
mesmo. Na actualidade, algunhas achegas madis recentes ao
problema do tuning apostan por dividir o conxunto de datos
en varios subconxuntos de adestramento e proba.

Podemos empregar a funcién createDataPartition do
paquete caret para dividir os datos en conxuntos de ades-
tramento e proba. Antes de construir estes conxuntos serd
conveniente empregar as . factor, que converte unha varia-
ble nun factor, un tipo de dato especial en @R que representa
categorias con niveis definidos.

library (dplyr); library(ggplot2)
library (lattice); library(caret)
set.seed (123) # Para reproducibilidade
trainIndex <- createDataPartition(
data$Diagnosis, p = 0.8,
list = FALSE, times = 1
)
trainData <- dataltrainIndex, ]
testData <- data[—-trainIndex, ]

Neste exemplo, data$Diagnosis € a variable de resposta
ou clase obxectivo segundo a cal se vai realizar a particién dos
datos, p = 0.8 especifica que o 80 % dos datos se asignaran
ao conxunto de adestramento, 1ist = FALSE forza a que a
funcién devolva un vector de indices no canto dunha lista,
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e times = 1 indica o nimero de particiéns a crear, que xa
indicamos que pode ser variable.

CONSTRUCION DE MODELOS

A funcién train de caret centraliza o proceso de ades-
tramento de modelos, permitindo a avaliacién comparativa de
diferentes algoritmos de maneira consistente. A sta sintaxe
bdsica € a seguinte:

model <- train(

formula = Diagnosis ~ Var0l +
+ VarN,
data = trainData, method = "method_name",

Co modelo supervisado adestrado, a funcién predict
permite obter as prediciéns para os conxuntos de adestramento
ou de proba, € dicir, a clase de clasificacion agardada segundo
o modelo.

predicions <- predict (model, type =
newData=trainData)

"prob",

Se non indicamos o tipo, devolve a clase predita, pero
con prob devolve unha tdboa coas observacidéns como filas e
as probabilidades de pertenza a cada clase do modelo como
columnas.

METRICAS DE CLASIFICACION

Fixada unha clase fronte 4 que se vai comparar entre
todas as do modelo, podemos calcular diversas métricas de
rendemento, entre elas:

= Matriz de confusion: estrutura que mostra o nimero de
verdadeiros positivos (TP), verdadeiros negativos (TN),
falsos positivos (FP) e falsos negativos (FN) nunha tdboa.

= Sensibilidade: frecuencia coa que o suceso de interese
se predi correctamente para todos os elementos mostrais
que verifican dito suceso. Calculase como: nﬂﬁ.

= Especificidade: frecuencia coa que os elementos mos-
trais que non verifican un suceso son preditos como
elementos que efectivamente non o verifican. Vén dada

. _TN

por: TN+FP*

= Qutras derivadas das anteriores, como o indice J de You-
den, os valores preditivos, a kappa de Cohen ou a cur-
va ROC, que se crea enfrontando a taxa de verdadei-
ros positivos (sensibilidade) 4 taxa de falsos positivos
(1—especificade) nun gréfico.

= A midis facil de entender de todas é a exactitude (ACC),
que se obtén segundo: %. E a que se adoi-
ta empregar nos estudos de rendemento comparando a

efectividade de varios clasificadores.

En @, todas elas pédense obter mediante a funcién
coords de forma simple, utilizando a curva ROC como re-
ferencia e fixando a best para utilizar o limiar éptimo para
separar de forma binaria a pertenza ou non a clase obxectivo
(por exemplo, se prob > limiar, tdmanse as clases prefixa-
das). Bastalle con definir ret como o nome da métrica que se
desexa obter, no seu termo en inglés.

TEORIA
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roc_curve <- roc (trainData$Diagnosis,
as.numeric (predicions))
coords (roc_curve, "best", ret = "specificity"))

Podemos representar mediante a funcién plot a curva
ROC e obteremos algo semellante ao que se mostra na Figura

///

Curva ROC
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Fig. 2: Curva ROC de exemplo.

O modelo 6ptimo deberia desprazarse cara 4 esquina su-
perior esquerda do grafico. Existe outra métrica, a drea baixo
a curva (AUC), que mide a capacidade do modelo para dis-
tinguir entre clases positivas e negativas. Un valor de AUC
préximo a 1 indica un modelo cunha boa capacidade dis-
criminativa, mentres que un valor préximo a 0.5 indica un
rendemento similar ao azar.

APLICACIONS

A construcién e andlise de Modelos Preditivos de Cla-
sificacion enlaza co aprendido en Inferencia Estatistica. As
estratexias de clasificacion tefien como obxectivo desenvolver
modelos de clasificacion para predicir e categorizar a etique-
ta de decisién para unha instancia particular. Ultimamente,
desenvélvense combinacions de técnicas, cofiecidas como
ensembles. Un ensemble D = {Dy,...,Dy} consiste nun con-
xunto de L clasificadores base que se combinan para realizar
unha Unica predicién, co obxectivo de mellorar a exactitude
das prediciéns individuais. O paquete caret de @ dispén
tamén de funcidns para construir este tipo de estratexias, € o
seu uso resulta interesante para analizar conxuntos de datos
reais e garantir a maior exactitude na andlise.
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X0gos cooperativos

Carmen Bello Garcia,

Andrea Caneda Pgjaro e
Nicol4s Chenlo Andrade

teorfa de xogos estuda como os axentes toman decisions
de xeito estratéxico. Nacen no dmbito da economia
para entender certos comportamentos das empresas e dos con-
sumidores, e na actualidade ten moitas aplicaciéns en campos
como a bioloxia, a ética ou o comportamento. Ten ddas ramas
principais que difiren na maneira de formalizar a interdepen-
dencia entre xogadores. Na non cooperativa, un xogo é o
modelo detallado de todos os movementos viables. Pola con-
tra, na teoria cooperativa non se considera tanto detalle, senén
que se describen unicamente os resultados obtidos cando os
xogadores cooperan.

X 0GOS DE UTILIDADE TRANSFERIBLE COOPE-
RATIVOS (TU-COOPERATIVOS)

Os xogos TU-cooperativos Usanse para modelar situa-
ciéns onde a cooperacion beneficia aos axentes como no re-
parto de gastos entre vecifios. Os xogos modelan situacions
onde ocorren conflitos de interese e chamamos xogadores
aos axentes involucrados no xogo. Un xogo TU que involu-
cra un conxunto de axentes pode describirse mediante unha
funcién caracteristica v que asocia un nimero real a cada
coalicién (subconxunto de axentes). Dicimos que v(S) é o
valor da coalicidn que se pode garantir se os axentes cooperan.
Nestes xogos, as solucidns propofien maneiras de distribuir
os beneficios tras a cooperacién. Algunhas ferramentas mais
destacadas para obter soluciéns son o valor de Shapley, o
indice de Shapley e Shubik e o nucleolo. Non definiremos
formalmente, intentando manternos nas stas interpretacions
précticas.

O PROBLEMA DAS DEMANDAS CONFLITIVAS

Este problema € un caso particular do problema de distri-
bucién no que a cantidade a distribuir non € suficiente para
satisfacer as demandas dos axentes. Por exemplo, describe
a situacién 4 que se enfronta un tribunal que ten que distri-
buir o patrimonio neto dunha empresa en creba entre os seus
acredores. Neste tipo de problemas, existen regras que aso-
cian a distribucién da dotacién entre os axentes. Algunhas
das madis importantes son a proporcional, a de premios iguais
restrinxidos, a de perdas iguais restrinxidas, a de Talmud, a
de chegada aleatoria e a regra proporcional axustada.

EXEMPLOS E ILUSTRACIONS

Nesta seccién comentaremos exemplos de cada un dos
tipos de xogos citados anteriormente utilizando o paquete
GameTheory en R, o cal foi creado para presentar solucidns
comuns a X0gos cooperativos.
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Xogos cooperativos de utilidade transferible
Gaiianzas.

Analizaremos un exemplo proposto por Lemaire (1991)
onde 3 individuos poden colaborar invertindo en fondos co-
muns (€ dicir, 3 axentes). Definese coa seguinte funcién v os
valores de coalicién, sendo v(12) a coalicién de 1 e 2, v(13)
a coalicién de 1 e 3, e asf sucesivamente, ata chegar a v(N), a
gran coalicion, incentivada polo xogo.

v(0)=10
v(N) = 90000

v(1) =46125  v(12) = 69187,5
v(2)=174375 v(13) =53812,5
v(3)=58125  v(23) =30750

Calcularemos o indice de Shapley e o nucleolo e compa-
raremos os resultados obtidos.

Indice de Shapley

inversor 1 51750
inversor 2 25875
inversor 3 12375

TABLA 1: VISUALIZACION DO INDICE DE SHAPLEY PARA O
PROBLEMA DE GANANZAS.

O indice de Shapley reflexa a contribucién marxinal de
cada inversor ao beneficio total xerado pola coalicién. Polo
que, tendo en conta os datos da tdboa, o inversor 1 é o que
madis contribie considerablemente, seguido do 2 e por tltimo
do 3.

Por outra banda, calcularemos agora o nucleolo, formu-
lando o problema como un modelo de programacion linear,
pois intentamos minimizar a maxima insatisfaccion das coa-
liciéns, entendida como a diferenza entre o que pode acadar
unha coalicién por si soa e o que recibe nun reparto proposto.
Definimos como C1, C2 e C3, os pagos asignados aos tres
axentes, e creamos unha variable auxiliar, C4 que representa
a maxima insatisfaccion, a cal queremos minimizar.

Para resolver este problema, utilizase un solver de progra-
macion linear (Ip-solve) en R, que usa o método dual simplex,
unha modificacién do método simplex convencional, que se
emprega cando se tefien restricions con desigualdades. Ade-
mais, emprégase a estratexia de Pricing Devex, para elixir que
variable entra na base en cada unha das iteraciéns. Despois
de 5 iteracions, a resposta é -6562.5, o que significa que a
maxima insatisfaccién das coalicidns € de 6562.5 unidades.
Os datos, noutras palabras, os pagos asignados a cada axente
segin o célculo do nucleolo, correspéndense coa segunda co-
lumna da tdboa a continuacion. A terceira columna é o exceso,

v(S) x(S) Ei
46125.0 52687.50 -6562.50
17437.5 24468.75 -7031.25
5812.5 1284375 -7031.25

TABLA 2: RESUMO DOS DATOS EN REFERENCIA AO NUCLEOLO
PARA O PROBLEMA DE GANANZAS.

que representa a diferenza entre o que unha coalicién deberfa
recibir ( v(S)) e o que realmente recibe (x(S)).

TEORIA
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Esencialmente, o nucleolo busca unha distribucion indivi-
dualmente racional do valor da gran coalicién para minimizar
a maxima insatisfacion.

En definitiva, calculados ambos conceptos, vemos que o
inversor 1 e o 3 ganan mdis co reparto segundo o nucleolo e o
inversor 2 sae mellor parado co reparto segundo o indice de
Shapley, non obstante, dado que os pagamentos resultantes de
ambas métricas non presentan diferenzas drésticas, isto suxire
que o xogo ¢ relativamente xusto para todas as coalicidns,
sen grandes tensions, o que implica que a estrutura do xogo
fomenta a cooperacion entre os axentes.

Custos.

Falemos agora dos problemas de asignacion de custos,
comunmente chamados problemas do aeroporto (Littlechild e
Thompson, 1977). Considéranse varias aerolineas que utilizan
conxuntamente unha pista de aterraxe. Evidentemente, canto
mais grandes sexan os aviéns da aerolinea, madis extensa de-
bera ser a pista, pois debe poder ser utilizada polo avién mdis
grande de cada unha das compaiifas. Ademais, as pistas poden
ser utilizadas para aviéns mdis pequenos sen custos engadidos.
Cos seguintes datos trataremos de responder 4 pregunta de
como se deberian repartir os gastos da construcion da pista
de aterraxe entre as aerolineas. Neste exemplo contamos con
4 empresas e novos valores de coalicidn. Calculase o indice
de Shapley e o nucleolo, este ultimo de maneira andloga ao
caso das gafianzas. Con todo, a diferenza do exemplo anterior,
neste caso estamos intentando maximizar a minima ’exce-
dencia’ (exceso de custo da construcién da pista) en lugar de
minimizala.

Indice de Shapley
Aerolinea 1 17.33333
Aerolinea 2 18.00000
Aerolinea 3 36.33333
Aerolinea 4 38.33333

TABLA 3: VISUALIZACION DO INDICE DE SHAPLEY PARA O
PROBLEMA DE CUSTOS.

v(S)  x(S) Ei
26 13.00 13.00
27 13,50 13.50
55 40.75 14.25
57 4275 14.25

TABLA 4: RESUMO DOS DATOS EN REFERENCIA AO NUCLEOLO
(COLUMNA 2) PARA O PROBLEMA DE GANANZAS.

As conclusiéns que podemos sacar despois dos calculos
son similares ds do exemplo anterior. O nucleolo favorece 4s
aerolineas pequenas, € dicir, a 1 e a 2, ddndolles custos mdis
baixos que co indice de Shapley, pois busca evitar que algunha
coalicién tefia unha desvantaxe moi grande, ou que Xenera
unha asignacion onde os excesos son moi similares favore-
cendo a equidade do sistema. Co indice de Shapley realizase
simplemente un reparto equitativo segundo a contribucién
promedio, co que paga mdis a aerolinea 4.

TEORIA

Poder do voto.

Nun terceiro estudo, analizase o poder de voto mediante o
indice de Shapley-Shubik, empregando datos de tres eleccions
autondmicas de Cataluiia.

Os resultados amosan que partidos con diferente niimero
de escanos poden ter a mesma capacidade de influir na for-
macién de maiorias. Asi mesmo, os partidos pequenos tefien
pouca ou nula relevancia ainda tendo algin escano, e a apa-
ricién de madis partidos reduce o poder individual, ao haber
madis combinacions de coalicions posibles.

Con isto, o indice de Shapley-Shubik revela que o nimero
de escanos non sempre reflicte o poder real de negociacién
dun partido.

Problema de reclamacions conflitivas

Poden analizar problemas de distinta indole; para rematar,
centrarémonos nas conclusiéns dun dltimo exemplo, para
amosar o que permite acadar a Teoria de Xogos. Este exemplo
analiza a reparticién de cotas de pesca na Unién Europea
como un problema de reclamaciéns nun xogo de utilidade
transferible. Estidanse as asignacidns con distintas regras de
distribucién baseadas no historial de capturas.

Os resultados mostran que o pais con maior reclamacién
recibe sempre a maior cota, € 0 mesmo para a menor. A re-
gra proporcional favorece aos paises con reclamaciéns altas,
mentres que o nucleolo e Shapley reducen desigualdades.
Co indice de Gini obsérvase que a regra de premios iguais
restrinxidos € a mdis equitativa (menor indice de Gini), fron-
te 4 de perdas iguais restrinxidas, a mdis desigual. A curva
de Lorenz tamén reflicte estas diferenzas de equidade. Para
madis informacién sobre estes métodos suxirese consultar a
referencia.

En resumo, diferentes métodos de reparto poden alterar a
distribucién dos recursos, sendo as regras mais xustas as que
priorizan a equidade sobre a proporcionalidade.

Compre sinalar que ainda que o cdlculo do nucleolo pode
ser complexo, pode garantirse a sia robustez contrastando
coas soluciéns dos problemas de bancarrota e reclamaciéns en
conflito. Segundo O’Neill, estas situaciéns modélanse como
X0gos cooperativos, onde o nucleolo coincide coa solucién do
Talmud, e o valor de Shapley, coa chegada aleatoria.

En definitiva, a teorfa de xogos cooperativos ofrécenos un
marco sélido para analizar conflitos e distribucidns xustas, cun
amplo abano de aplicaciéns sociais, econémicas e politicas.
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Euler foi un xenio das Matematicas, pero ainda asi, non tivo a sorte de ler Mais
Mates antes de quedarse irremediablemente cego. Gauss posiblemente se
aburria moito entre clases, algo que poderia ter remediado se se lle ocorrese
inventar Mais Mates. Hipatia tampouco a tivo nas stas mans, pero sequro que
gozaria das conicas da portada. Se cadra Galois poderia ter achado a formula
de Mais Mates, pero morreu demasiado novo... E ti? Ti tes Mais Mates ao
alcance da man!

S3ILVIN STIVIN

Mais Mates é un proxecto en forma de revista do alumnado para o alumnado, o
proxecto co que todos eses egrexios persoeiros sofarian. Cada mes,
traémosvos novos artigos con pequenas anécdotas da historia das
matematicas, as Ultimas novas, entrevistas, pasatempos, pequenos petiscos
en diversos temas que ao mellor non se tratan en profundidade na carreira... o
En definitiva, todo o que esperta a nosa curiosidade como alumnas e alumnos,
e que quizais esperte tamén a tua/

Estamos ai para que desconectes na metade dunha dura sesion de estudo, ou
para todo o que se che ocorra. Lenos, coméntanos, compartenos, escribenos e
colabora con nds!
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